
 



 



 

331 
 

ΕΝΝΟΙΟΛΟΓΙΚΗ ΚΑΙ ∆ΙΑ∆ΙΚΑΣΤΙΚΗ ΓΝΩΣΗ ΓΙΑ ΤΟΥΣ ΡΗΤΟΥΣ ΚΑΙ Η 

ΣΧΕΣΗ ΤΟΥΣ ΜΕ ΤΙΣ ΠΡΟΣΕΓΓΙΣΕΙΣ ΤΩΝ ΜΑΘΗΤΩΝ ΣΤΗ ΜΕΛΕΤΗ 

ΤΩΝ ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΩΝ 

Μαρία Μπεµπένη και Ξένια Βαµβακούση 

Πανεπιστήµιο Αθηνών  

mbempeni@math.uoa.gr, xenva@phs.uoa.gr  

 

Παρουσιάζουµε µια µελέτη περίπτωσης δύο µαθητριών Γ΄ Γυµνασίου που συµµετείχαν 

σε δύο εις βάθος συνεντεύξεις. Στην πρώτη εξετάστηκαν η εννοιολογική και η 

διαδικαστική συνιστώσα της αίσθησής τους για τους ρητούς. Στη δεύτερη διερευνήθηκε 

η προσέγγιση που υιοθετούν στη µελέτη των µαθηµατικών. Οι δύο µαθήτριες ανήκουν 

σε δύο ακραία διαφορετικά προφίλ (εννοιολογικό/ διαδικαστικό) όσον αφορά την 

αίσθηση του αριθµού, ενώ υιοθετούν και διαφορετικές προσεγγίσεις στη µελέτη 

(βαθιά/επιφανειακή, αντίστοιχα). Η έρευνα τοποθετείται στο πλαίσιο της συζήτησης για 

τη διάκριση µεταξύ εννοιολογικής και διαδικαστικής γνώσης, καθώς για τα µοντέλα 

επίδρασης των πεποιθήσεων στη µάθηση των µαθηµατικών. 

 

ΘΕΩΡΗΤΙΚΟ ΠΛΑΙΣΙΟ ΚΑΙ ΥΠΟΘΕΣΕΙΣ 

Η διάκριση µεταξύ εννοιολογικής και διαδικαστικής γνώσης, µε ρίζες στο χώρο της 

Γνωστικής Ψυχολογίας, έχει χρησιµοποιηθεί ευρέως και στο χώρο της µάθησης των 

Μαθηµατικών. Ως διαδικαστική γνώση µπορεί να οριστεί η ικανότητα εκτέλεσης 

µιας καθορισµένης σειράς βηµάτων που οδηγούν στην επίλυση συγκεκριµένων 

προβληµάτων. Από την άλλη µεριά, η εννοιολογική γνώση σχετίζεται µε την άδηλη ή 

µη κατανόηση των αρχών που διέπουν ένα γνωστικό πεδίο, καθώς την ικανότητα 

δηµιουργίας διασυνδέσεων µεταξύ σχετικών «µονάδων» γνώσης (Rittle-Johnson, 

Siegler & Alibali, 2001), όπως η ικανότητα µετάφρασης ανάµεσα σε διαφορετικές 

αναπαραστάσεις µιας έννοιας (Hierbert & Lefevre, 1986). Στην παρούσα έρευνα 

ξεκινήσαµε από τη διάκριση µεταξύ διαδικαστικής και εννοιολογικής γνώσης για να 

µελετήσουµε τις διαδικαστικές και εννοιολογικές συνιστώσες της αίσθησης του 

(ρητού) αριθµού.  

Μια συστηµατική απόπειρα ανάλυσης της αίσθησης του αριθµού, βασιζόµενοι στα 

εννοιολογικά της χαρακτηριστικά έκαναν οι ΜcIntosh, Reys, και Reys (1992), οι 

οποίοι διέκριναν τρία πεδία που τη συνιστούν. Το πρώτο πεδίο περιλαµβάνει τη 

γνώση και την ευχέρεια σχετικά µε τους αριθµούς. Παραδείγµατα συνιστωσών του 

πρώτου πεδίου είναι η αίσθηση της διάταξης των αριθµών, οι διασύνδεση µεταξύ 

πολλαπλών αναπαραστάσεων για τους αριθµούς, η αίσθηση της σχετικού και του 

απόλυτου µεγέθους των αριθµών και η χρήση «βολικών» αριθµών ως σηµείων 

αναφοράς για την εκτίµηση του µεγέθους άλλων αριθµών. Το δεύτερο πεδίο 

αντιστοιχεί στη γνώση και την ευχέρεια σχετικά µε τις πράξεις. Περιλαµβάνει την 
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κατανόηση της επίδρασης των πράξεων στους αριθµούς, των ιδιοτήτων των πράξεων 

και της σχέσης µεταξύ των πράξεων. Τέλος το τρίτο πεδίο αφορά το πώς η γνώση και 

η ευχέρεια µε τους αριθµούς και τις πράξεις εφαρµόζεται στην επίλυση 

προβληµάτων. Περιλαµβάνει την κρίση για το αν απαιτείται ένας ακριβής ή 

προσεγγιστικός υπολογισµός, τη γνώση ότι υπάρχουν πολλές στρατηγικές για την 

επίλυση ενός προβλήµατος, τη χρήση της κατάλληλης αναπαράστασης ή µεθόδου 

και τον έλεγχο της λογικότητας των δεδοµένων και των αποτελεσµάτων. Η ανάλυση 

των McIntosh et al. έχει δεχθεί κριτικές (Verschaffel & De Corte, 1996), ωστόσο 

παραµένει ένα βασικό σηµείο αναφοράς όσον αφορά το χώρο έρευνας για την 

αίσθηση του αριθµού.  

Παρόµοια µε τους ΜcIntosh et al. (1992), οι περισσότεροι ερευνητές ορίζουν την 

αίσθηση του αριθµού βάσει εννοιολογικών χαρακτηριστικών, ενώ άλλοι θεωρούν ως 

συνιστώσες της, όχι µόνο εννοιολογικά αλλά και διαδικαστικά χαρακτηριστικά, όπως 

την ευχέρεια µε τις πράξεις και τις αλγοριθµικές διαδικασίες (Verschaffel & De 

Corte, 1996), χωρίς όµως να αναφέρονται ρητά στη διάκριση µεταξύ εννοιολογικής 

και διαδικαστικής γνώσης. Παρόλ’ αυτά, η διάκριση των δύο ειδών γνώσης έχει 

απασχολήσει πολλούς ερευνητές οι οποίοι την ελέγχουν εµπειρικά µε µαθηµατικές 

έννοιες, ιδιαίτερα την έννοια του αριθµού (π.χ., Schneider & Stern, 2010).     

Στο πλαίσιο αυτό αποκτά σηµασία για τη µελέτη της αίσθησης του αριθµού η 

συζήτηση για τη σχέση ανάµεσα στα δύο είδη γνώσης, καθώς και για το κατά πόσο 

κάποιο από τα δυο προηγείται. Στις απαρχές της συζήτησης, διατυπώθηκαν δύο εκ 

διαµέτρου αντίθετες απόψεις: Από τη µια, η άποψη ότι οι έννοιες προηγούνται, που 

υποστηρίζει ότι τα παιδιά αναπτύσσουν (ή γεννιούνται µε) τις εννοιολογικές αρχές 

ενός γνωστικού πεδίου, και στη βάση αυτών των αρχών µαθαίνουν τις διαδικασίες 

(π.χ.  Byrnes, 1992). Στον αντίποδα διατυπώνεται η άποψη ότι η διαδικαστική γνώση 

προηγείται, σύµφωνα µε την οποία τα παιδιά οικειοποιούνται τις διαδικασίες και στη 

συνέχεια εξάγουν τις έννοιες από την εµπειρία τους (π.χ. Fuson, 1988). 

Υποστηρικτικά εµπειρικά δεδοµένα υπάρχουν και για τις δυο αντικρουόµενες 

απόψεις. Το γεγονός αυτό οδήγησε τη Rittle-Johnson και τους συνεργάτες της (π.χ. 

Rittle-Johnson et al., 2001) να αντιπροτείνουν ότι η εννοιολογική και η διαδικαστική 

γνώση αναπτύσσονται παράλληλα και σε στενή σχέση µεταξύ τους. Υποστηρίζουν 

ότι υπάρχει θετική συσχέτιση µεταξύ των δύο ειδών γνώσης και έλεγξαν πειραµατικά 

ότι η βελτίωση του ενός µπορεί να οδηγήσει σε βελτίωση και του άλλου. 

Πρόσφατα, οι Hallett, Nunes και Bryant (2010) ισχυρίστηκαν ότι η µέχρι τώρα 

έρευνα δε λαµβάνει υπόψη τις ατοµικές διαφορές των παιδιών στον τρόπο που 

συνδυάζουν την εννοιολογική και τη διαδικαστική γνώση. Ερευνώντας την 

κατανόηση των κλασµάτων, υπέθεσαν ότι υπάρχουν παιδιά στα οποία υπερτερεί η 

εννοιολογική γνώση, παιδιά στα οποία υπερτερεί η διαδικαστική γνώση και παιδιά 

στα οποία η εννοιολογική και η διαδικαστική γνώση βρίσκονται σε παρόµοια 

επίπεδα ανάπτυξης. Αναλύοντας τις επιδόσεις 318 παιδιών της ∆΄ και Ε΄ δηµοτικού 

σε εννοιολογικά και διαδικαστικά έργα, βρήκαν πράγµατι τις προβλεπόµενες 

ατοµικές διαφορές. Οι ερευνητές δεν εξηγούν διεξοδικά πώς προκύπτουν αυτές οι 
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διαφορές, ωστόσο εικάζουν ότι δεν είναι αναπτυξιακές, αλλά ότι οφείλονται στην 

ευχέρεια και το ενδιαφέρον που κάθε παιδί διαθέτει για την εκµάθηση εννοιών και 

διαδικασιών.   

Μια άλλους είδους κριτική στην έρευνα για την εννοιολογική και διαδικαστική 

γνώση που αφορά την παρούσα µελέτη είναι µεθοδολογικής φύσης. Οι Schneider και 

Stern (2010), θέτουν, ανάµεσα σε άλλα, το εξής ερώτηµα: Σε ποιο βαθµό είναι 

δυνατόν να επινοηθούν έργα που µετρούν αποκλειστικά εννοιολογική ή διαδικαστική 

γνώση; Για παράδειγµα, η σύγκριση ετερωνύµων κλασµάτων είναι ένα έργο που 

µπορεί να αποκαλύψει φτωχή εννοιολογική κατανόηση για τα κλάσµατα (όταν π.χ. 

ένα παιδί βασίζει τη σύγκριση σε µόνο έναν από τους δύο όρους των κλασµάτων). Η 

επιτυχία στο έργο, όµως, µπορεί να εξασφαλιστεί και µε την εφαρµογή ενός 

αλγορίθµου, χωρίς αυτό να συνεπάγεται απαραίτητα εννοιολογική κατανόηση. Από 

την άλλη µεριά, σε πολλές περιπτώσεις, η αναγνώριση ότι µια αλγοριθµική 

διαδικασία είναι κατάλληλη και απαραίτητη προαπαιτεί εννοιολογική κατανόηση. 

Στην παρούσα εργασία µελετήσαµε σε πρώτη φάση την αίσθηση του (ρητού) 

αριθµού σε παιδιά Γ΄ Γυµνασίου. Υιοθετήσαµε τη διάκριση µεταξύ εννοιολογικών 

και διαδικαστικών συνιστωσών της αίσθησης του αριθµού. Ωστόσο, λαµβάνοντας 

υπόψη την κριτική των Schneider και Stern (2010), σχεδιάσαµε µια ποιοτική µελέτη, 

κατά την οποία είναι δυνατόν να παρατηρηθούν οι στρατηγικές 

(εννοιολογικές/διαδικαστικές) που ακολουθεί το κάθε παιδί, ανεξάρτητα από το αν 

τα έργα εµπίπτουν σε εννοιολογικές ή διαδικαστικές συνιστώσες. Για παράδειγµα, αν 

το παιδί συγκρίνει δύο ετερώνυµα κλάσµατα µέσω της µετατροπής τους σε οµώνυµα 

ή δεκαδικούς, τότε ακολουθεί διαδικαστική στρατηγική. Αντίθετα, αν εκτιµήσει το 

µέγεθος των δύο κλασµάτων µέσω της σύγκρισής τους µε αριθµούς σηµεία-

αναφοράς, ή εκτιµώντας πόσο απέχει καθένα από τη µονάδα, τότε ακολουθεί 

εννοιολογική στρατηγική.  

Παρόµοια µε τους Hallet et al. (2010), υποθέσαµε ότι θα βρούµε ατοµικές διαφορές 

στον τρόπο µε τον οποίο τα παιδιά προσεγγίζουν τα έργα για τους ρητούς. Για τις 

ανάγκες τις συγκεκριµένης εργασίας, θα αναφερθούµε στις προβλέψεις για δύο 

διαφορετικά, «ακραία» προφίλ: Προβλέψαµε ότι θα βρεθούν µαθητές οι οποίοι θα 

ακολουθούν συστηµατικά διαδικαστική προσέγγιση και θα αποτυγχάνουν στα έργα 

µε εννοιολογική στόχευση (διαδικαστικό προφίλ). Επιπλέον, προβλέψαµε ότι θα 

βρεθούν µαθητές οι οποίοι θα έχουν φτωχές διαδικαστικές γνώσεις, αλλά θα 

χρησιµοποιούν µε επιτυχία εννοιολογικές στρατηγικές (εννοιολογικό προφίλ).  

Ταυτόχρονα, επεκτείνοντας τον προβληµατισµό των Hallet et al. (2010), στην 

παρούσα µελέτη αποπειραθήκαµε να διερευνήσουµε τις αιτίες που προκαλούν τις 

ατοµικές διαφορές που αναµένουµε.  

Ένας παράγοντας που ενδεχοµένως συµβάλλει στη δηµιουργία τέτοιων διαφορών 

είναι οι πεποιθήσεις των µαθητών σχετικά µε τα µαθηµατικά (mathematics-related 

beliefs), µια συνιστώσα των οποίων είναι οι πεποιθήσεις σχετικά µε το αντικείµενο 

(πεποιθήσεις για τα µαθηµατικά, τη µάθηση και τη διδασκαλία τους. (Op ’t Eynde, 
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De Corte & Verchafell, 2002). Για παράδειγµα, µια ευρέως διαδεδοµένη πεποίθηση -

τόσο σε µαθητές, όσο και σε διδάσκοντες- είναι ότι τα µαθηµατικά είναι ένα σύνολο 

κανόνων και διαδικασιών, η οποία συνδέεται µε την πεποίθηση ότι η αποµνηµόνευση 

είναι σηµαντική στη µάθηση των µαθηµατικών (π.χ., Kloosterman, 2002). Τέτοιου 

είδους πεποιθήσεις ενδεχοµένως θα µπορούσαν να σχετίζονται µε διαδικαστικές 

προσεγγίσεις γενικά, και στους ρητούς αριθµούς ειδικότερα. Ωστόσο, παρά το 

γεγονός ότι είναι ευρέως αποδεκτό ότι οι σχετικές µε τα µαθηµατικά πεποιθήσεις 

επηρεάζουν τη µάθηση των µαθηµατικών, ένα καίριο ερώτηµα είναι µε ποιο τρόπο 

γίνεται αυτό. Υιοθετήσαµε το µοντέλο της Σταθοπούλου (2006), το οποίο προβλέπει 

την έµµεση επίδραση των πεποιθήσεων, διαµέσου της προσέγγισης του µαθητή στη 

µελέτη των µαθηµατικών. Στο µοντέλο αυτό γίνεται διάκριση ανάµεσα στη βαθιά και 

την επιφανειακή προσέγγιση στη µάθηση και τη µελέτη: Στην πρώτη, το υποκείµενο 

έχει ως στόχο την προσωπική κατασκευή νοήµατος, υιοθετεί στρατηγικές µάθησης 

που υποστηρίζουν τη σύνδεση ιδεών και έχει (µεταγνωστική) επίγνωση για την 

κατανόησή του. Στη δεύτερη, το υποκείµενο έχει ως στόχο την υψηλή (σχολική) 

επίδοση ή ακόµα και την απλή διεκπεραίωση των σχολικών καθηκόντων, υιοθετεί 

την αποµνηµόνευση ως στρατηγική µάθησης, ενώ δεν έχει (µεταγνωστική) για την 

κατανόησή του  

Παρόµοια µε τη Σταθοπούλου (2006), υποθέσαµε ότι οι µαθητές µε διαδικαστικό 

προφίλ όσον αφορά την αίσθηση του αριθµού θα έχουν πιο «απλοϊκές» σχετικά µε τα 

µαθηµατικά πεποιθήσεις και συνακόλουθα θα ακολουθούν πιο επιφανειακή 

προσέγγιση στη µελέτη των µαθηµατικών, και συγκεκριµένα των ρητών, από τους 

µαθητές µε εννοιολογικό προφίλ. 

ΜΕΘΟ∆ΟΣ 

Συµµετέχοντες  

Οι συµµετέχοντες ήταν 7 µαθητές Γ’ Γυµνασίου από σχολεία της Αττικής, µε 

ικανοποιητική επίδοση στο µάθηµα των µαθηµατικών του σχολείου.  

Υλικά 

Σχεδιάσαµε ένα δοκίµιο µε 19 έργα σχετικά µε εννοιολογικές και διαδικαστικές 

συνιστώσες για το ρητό αριθµό. Ακολουθεί µια αδρή κατηγοριοποίηση των έργων, 

βασισµένη σε σχετική βιβλιογραφία (π.χ. McIntosh et al., 1992; Moss & Case, 1999).  

Τα έργα που θα µπορούσαν να αντιµετωπιστούν µε χρήση διαδικασιών που 

διδάσκονται στο σχολείο περιλάµβαναν πράξεις κλασµάτων, µετατροπή σε 

ισοδύναµα κλάσµατα, σύγκριση και διάταξη κλασµάτων.  

Τα έργα που εξέταζαν βασική εννοιολογική κατανόηση περιλάµβαναν 

αναπαράσταση γνησίων και καταχρηστικών κλασµάτων σε επιφάνεια (αναγνώριση 

και κατασκευή), αναγνώριση του κλάσµατος ως λόγου (π.χ. Αν κάποιος έφαγε το 1/4 

µιας πίτσας, µπορείς να ξέρεις πόσα κοµµάτια έφαγε; Ή, πόσα κοµµάτια είχε όλη η 

πίτσα;), νοερή σύγκριση καταχρηστικού και γνήσιου κλάσµατος και επιλογή 

κατάλληλης πράξης ώστε να αληθεύει µια ανισοτική σχέση (π.χ. 10 □ 1/2 > 10).  
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Tέλος, συµπεριλήφθησαν έργα που στη βιβλιογραφία θεωρούνται πιο σύνθετα, είτε 

γιατί απαιτούν πιο προχωρηµένη εννοιολογική κατανόηση, είτε γιατί απαιτούν 

συνδυασµό εννοιολογικής κατανόησης και διαδικαστικής ευχέρειας (π.χ. 

αναπαράσταση κλασµάτων στην αριθµογραµµή, εκτίµηση αποτελέσµατος πράξεων, 

έργα για την πυκνή διάταξη των ρητών, έργα για το ρόλο της µονάδας και για το 

κλάσµα ως λόγο σε πραγµατικό πρόβληµα).  

Για τη διερεύνηση των πεποιθήσεων σχετικά µε τα µαθηµατικά, καθώς και τον είδος 

της προσέγγισης στη µελέτη (επιφανειακή/βαθιά) διατυπώθηκαν 13 ερωτήσεις 

ανοιχτού τύπου για να χρησιµοποιηθούν στο πλαίσιο συνέντευξης. Μια οµάδα 

ερωτήσεων αφορούσε τον τρόπο µε τον οποίο προσεγγίζουν τη µελέτη των 

µαθηµατικών γενικά, ενώ µια µια δεύτερη επικέντρωνε στα κλάσµατα Οι 

περισσότερες ερωτήσεις ήταν διατυπωµένες µε τη µορφή σεναρίου που περιέγραφε 

µια κατάσταση προς σχολιασµό ή αντιµετώπιση. Για πρακτικούς λόγους, 

παραδείγµατα θα αναφερθούν στο τµήµα Αποτελέσµατα, µαζί µε τις απαντήσεις που 

δόθηκαν.  

∆ιαδικασία 

Η έρευνα περιελάµβανε δύο φάσεις. Στην πρώτη φάση οι µαθητές συµπλήρωσαν το 

ερωτηµατολόγιο σε µία ώρα και στη συνέχεια στα πλαίσια ηµιδοµηµένης 

συνέντευξης τους ζητήθηκε να εξηγήσουν τον τρόπο που εργάστηκαν. Στη δεύτερη 

φάση, η οποία πραγµατοποιήθηκε 1 εβδοµάδα αργότερα, κλήθηκαν να απαντήσουν 

στις ερωτήσεις για τις πεποιθήσεις τους σχετικά µε τα µαθηµατικά. Επιπλέον τους 

ζητήθηκε να σχολιάσουν τις απαντήσεις τους του πρώτου δοκίµιου (βεβαιότητα για 

τη λύση, επίγνωση της επίδοσής τους στα έργα). Η δεύτερη συνέντευξη διήρκεσε 

περίπου µία ώρα. Οι συνεντεύξεις αποµαγνητοφωνήθηκαν. 

Αποτελέσµατα 

Από την επεξεργασία των απαντήσεων των µαθητών προέκυψαν τα ακόλουθα 

τέσσερα προφίλ µαθητών, βασισµένα στο σύνολο των απαντήσεων και εξηγήσεων 

στα έργα του δοκιµίου: α) 3 µαθητές µε εννοιολογική και διαδικαστική γνώση που 

ολοκλήρωσαν επιτυχώς όλα σχεδόν τα έργα, χρησιµοποίησαν εννοιολογικές 

στρατηγικές όταν αυτό ήταν πρόσφορο και µπορούσαν να εξηγήσουν τον τρόπο που 

εργάστηκαν στη συνέντευξη, β) 3 µαθητές µε επαρκή διαδικαστική γνώση που 

στερούνταν έστω και στοιχειώδους εννοιολογικής, γ) 1 µαθήτρια µε ανεπτυγµένη 

εννοιολογική που στερούνταν όµως διαδικαστικής. Στη συνέχεια θα παρουσιάσουµε 

πιο αναλυτικά αποτελέσµατα για µία µαθήτρια της β΄ κατηγορίας (Μ1) και τη 

µαθήτρια της γ΄ κατηγορίας (Μ2). Επιλέξαµε τα συγκεκριµένα κορίτσια γιατί έχουν 

παρόµοια επίδοση στα σχολικά µαθηµατικά (κατατάσσονται στις καλύτερες 

µαθήτριες στην τάξη τους), θεωρούν τα µαθηµατικά ως το αγαπηµένο τους µάθηµα 

και σχεδιάζουν να ακολουθήσουν σχετική κατεύθυνση.  

Η µαθήτρια Μ1 ολοκλήρωσε µε επιτυχία όλα τα έργα στα οποία αναγνώριζε ότι 

µπορεί να εφαρµόσει άµεσα γνωστές διαδικασίες (π.χ. πράξεις κλασµάτων). Απέτυχε 

όµως σε όλα τα έργα που απαιτούσαν έστω και στοιχειώδη εννοιολογική γνώση. 
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Χαρακτηριστικό είναι ότι, ενώ εκτέλεσε µε επιτυχία όλες τις συγκρίσεις και 

διατάξεις κλασµάτων όταν είχε την ευκαιρία να χρησιµοποιήσει χαρτί και µολύβι, 

απέτυχε στις περιπτώσεις που της ζητήθηκε να το κάνει νοερά. Για παράδειγµα, 

εκτιµώντας ποιο από τα δύο κλάσµατα 3/8 και 7/13 είναι πιο κοντά στο 1/2, επέλεξε 

το 3/8 µε την αιτιολόγηση «ο παρονοµαστής 8 είναι πιο κοντά στο 2». Επίσης 

ενδεικτικό είναι ότι απέτυχε και στα πιο απλά έργα αναπαράστασης κλάσµατος, 

ακόµα και µε το πιο οικείο µοντέλο, αυτό της «πίτας». 

Η µαθήτρια Μ2 απέτυχε σε όλα τα έργα που εξέταζαν τις πράξεις κλασµάτων. 

Ωστόσο ολοκλήρωσε µε επιτυχία σχεδόν όλα τα έργα σύγκρισης και διάταξης, 

εφαρµόζοντας εννοιολογικές στρατηγικές ακόµα και στην περίπτωση που είχε τη 

δυνατότητα να χρησιµοποιήσει χαρτί και µολύβι. Για παράδειγµα, συγκρίνοντας τα 

κλάσµατα 6/14 και 5/8, αξιοποίησε το 1/2 ως αριθµό αναφοράς και συµπέρανε 

σωστά ότι το 6/14 είναι µικρότερο από το 5/8, αφού το πρώτο είναι µικρότερο και το 

δεύτερο µεγαλύτερο από το 1/2, αντίστοιχα. Χαρακτηριστικό είναι ότι η Μ2 έδειξε να 

αντιλαµβάνεται το κλάσµα ως λόγο. Για παράδειγµα –σε αντίθεση µε τη Μ1– 

απάντησε σωστά ότι από τη δήλωση «κάποιος έφαγε το 1/4 µιας πίτσας» δεν µπορεί 

κανείς να συµπεράνει πόσα κοµµάτια έφαγε, σχολιάζοντας «∆εν µπορώ να ξέρω, 

γιατί δε µου λέει πόσα κοµµάτια είναι όλη η πίτσα, αλλά αν είχε 4 κοµµάτια τότε είχε 

φάει το 1». Ενδεικτικό επίσης είναι ότι η Μ2 αναφέρθηκε αυθόρµητα σε 

αναπαραστάσεις για τους αριθµούς –και µάλιστα, στην απαιτητική αναπαράσταση 

των αριθµών σε άξονα– για να αντιµετωπίσει κάποια από τα πιο σύνθετα έργα του 

δοκιµίου. Για παράδειγµα, στην ερώτηση «πόσοι αριθµοί υπάρχουν ανάµεσα στο 2/5 

και το 3/5» απάντησε «Αν τους βάλουµε στον άξονα, σίγουρα θα υπάρχει κάποιο κενό. 

Στο κενό αυτό περιέχονται άπειροι αριθµοί» 

Κατά τη διάρκεια της δεύτερης συνέντευξης, αναδείχθηκαν διαφορές ανάµεσα στα 

δύο κορίτσια σε σχέση µε το πού δίνουν έµφαση και σε τι είδους στρατηγικές 

αποδίδουν αξία σχετικά µε τη µελέτη των µαθηµατικών.  

Πιο συγκεκριµένα, η Μ1 δίνει έµφαση στις ασκήσεις που έχουν λυθεί στο σχολείο ή 

σε εξωσχολικά µαθήµατα  για τις οποίες αναφέρει «τα κοιτάζω για να θυµάµαι τι 

κάνουµε». Ακολουθεί στρατηγικές που θεωρεί ότι θα της εξασφαλίσουν επιτυχία 

στην εξέταση. Χαρακτηριστική είναι η συµβουλή που θα έδινε σε ένα µικρότερο 

παιδί «Να διαβάζει ότι είναι σηµαντικό ή ότι τους λένε ότι είναι ΣΟΣ». Το τι είναι 

σηµαντικό για τη Μ1 διαφαίνεται από την απάντησή της στην εξής ερώτηση: 

«Παρατηρείς µία φίλη που µελετά µαθηµατικά χωρίς να λύνει ασκήσεις... Τη βλέπεις 

να αφιερώνει πολύ χρόνο διαβάζοντας τη θεωρία, να φτιάχνει διαγράµµατα, να γυρνά 

πίσω σε προηγούµενες ενότητες, να κρατά σηµειώσεις. Μοιάζει µε τον τρόπο που 

µελετάς εσύ µαθηµατικά; Έχεις κάτι να τη συµβουλεύσεις;» Παρά το γεγονός ότι 

διστάζει να απαξιώσει τον τρόπο µελέτης της υποθετικής φίλης («Και το να διαβάζεις 

θεωρία, κι αυτό καλό είναι»), στη συνέχεια παραδέχεται ότι για την ίδια «είναι αρκετό 

να ξέρουµε αυτά που χρειάζονται να λύνουµε τις ασκήσεις». 

Η Μ2 δίνει έµφαση στη µελέτη της θεωρίας και στην αυτόνοµη επίλυση ασκήσεων, 

όπως φαίνεται και από τη συµβουλή της σε ένα µικρότερο παιδί: «Να διαβάσει 
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θεωρία και να λύνει ασκήσεις µόνο του. [...] Να λύνει κι άλλες ασκήσεις εκτός από 

αυτές που έχει για το σχολείο». Αντίθετα από τη Μ1, φαίνεται να εκτιµά τον τρόπο 

µελέτης του υποθετικού κοριτσιού που αναφέρθηκε πιο πάνω («Μια χαρά τα κάνει, 

µακάρι να διάβαζα κι εγώ πάντα έτσι...»). Κατά τη γνώµη της, στόχος της µελέτης της 

θεωρίας είναι «να τα καταλάβεις καλά κι όταν σου βάλουν µία άσκηση να µπορείς να 

τη λύσεις».  

Ενδεικτική της συνέπειας ανάµεσα στην προσέγγιση του κάθε κοριτσιού στη µελέτη 

µε τον τρόπο που αντιµετώπισε τα έργα του πρώτου δοκιµίου, είναι και η απάντησή 

τους στην ερώτηση «Ένα µικρότερο παιδί σου ζητάει βοήθεια γιατί δεν καταλαβαίνει 

τη σύγκριση κλασµάτων. Τι θα έκανες για να βοηθήσεις;». Η Μ1 θα έδειχνε άµεσα τη 

µετατροπή των κλασµάτων σε οµώνυµα. Η Μ2, αντίθετα, προτείνει:  

Nα καταλάβαινε την έννοια των κλασµάτων...δεν ξέρω...Ο καθένας έτσι όπως σκέφτεται 

[…] Θα του έλεγα κάποιους κανόνες πάνω στα κλάσµατα, αλλά όταν είναι διαφορετικά 

τα κλάσµατα, αν έχει καταλάβει την έννοια των κλασµάτων πιστεύω πως µπορεί να τα 

συγκρίνει. 

Η συνέπεια αυτή διαφαίνεται και στο επίπεδο των προτιµήσεών τους σχετικά µε το 

είδος των µαθηµατικών έργων που προτιµούν. Πιο συγκεκριµένα, τους δόθηκε το 

εξής σενάριο: «Η καθηγήτριά σου στο σχολείο σου δίνει την ευκαιρία να επιλέξεις 

ανάµεσα σε δύο εργασίες για τα κλάσµατα. Καµία από τις δύο δεν είναι απλή - και οι 

δύο απαιτούν σκέψη και προσοχή. Η µία µπορεί να λυθεί µε βάση τις µεθόδους που 

έχεις διδαχτεί, αλλά είναι σύνθετη γιατί απαιτεί την εφαρµογή πολλών κανόνων και 

διαδικασιών (π.χ. πράξεων). Στην άλλη δε χρειάζεται να εφαρµόσεις κανόνες, πράξεις 

και άλλες διαδικασίες, αλλά θα χρειαστεί να επιστρατεύσεις ό,τι έχεις καταλάβει για τα 

κλάσµατα µέχρι τώρα για να σκεφτείς κάτι καινούργιο. Με ποια από τι δύο θα 

προτιµούσες να ασχοληθείς; Γιατί;»  

Μ1 : Μάλλον την πρώτη, γιατί θα είχε πράξεις και είναι πράγµατα τα οποία ξέρω ήδη, 

ενώ στη δεύτερη µπορεί να υπήρχε κάτι που δεν ξέρω. 

Μ2: Τη δεύτερη...Η πρώτη δεν...Είναι πιο ωραίο να σκεφτείς κάτι καινούριο, παρά να 

κάνεις τα ίδια και τα ίδια, στο τέλος έτσι και είναι σωστό αυτό που 

σκέφτηκες νιώθεις πιο ωραία. Η εφαρµογή κανόνων και διαδικασιών εµένα 

δε µου λέει κάτι, δεν βρίσκω ενδιαφέρον. Είναι σαν µια παπαγαλία, ένα 

σύστηµα που κάνουµε να λύνουµε ασκήσεις, τίποτα παραπάνω... 

Σηµειώνουµε επίσης ότι όταν ρωτήθηκε η Μ1 αν υπάρχει κάτι σχετικά µε τα 

κλάσµατα που δεν έχει καταλάβει απάντησε µε βεβαιότητα όχι. Επιπλέον, 

ξανακοιτάζοντας τις απαντήσεις της στο πρώτο δοκίµιο, δεν φάνηκε να 

προβληµατίζεται ή να αµφιβάλλει για κάποια από τις απαντήσεις της. Αντίθετα, η Μ2 

είχε επίγνωση ότι δε θυµόταν σωστά τις πράξεις κλασµάτων και, επιπλέον, εντόπισε 

σχεδόν όλα τα έργα στα οποία είχε κάνει λάθη, σχολιάζοντας ότι δεν είναι σίγουρη 

για την ορθότητα της απάντησής της. 
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ΣΥΜΠΕΡΑΣΜΑΤΑ - ΣYZHTHΣΗ 

Τα αποτελέσµατα που παρουσιάσαµε στην εργασία αυτή είναι συµβατά µε την 

υπόθεση ότι υπάρχουν ατοµικές διαφορές στον τρόπο µε τον οποίο τα παιδιά 

συνδυάζουν την εννοιολογική και τη διαδικαστική γνώση (Ηallet et al., 2010) και 

µάλιστα, είναι δυνατόν να υπάρχουν «ακραίες» περιπτώσεις στις οποίες η 

εννοιολογική γνώση υπερτερεί δραµατικά της διαδικαστικής και αντίστροφα. 

Μελετώντας περαιτέρω τις δύο περιπτώσεις κοριτσιών Μ1, Μ2 µε το εννοιολογικό 

και διαδικαστικό προφίλ, αντίστοιχα, όσον αφορά την αίσθηση του ρητού, δείξαµε 

ότι οι διαφορές στον τρόπο µε τον οποίο αντιµετώπισαν το πρώτο δοκίµιο 

συνοδεύονται από διαφορές και στον τρόπο που προσεγγίζουν τα µαθηµατικά και τη 

µελέτη τους. Η Μ1 φαίνεται να έχει ως στόχο την επιτυχία στα σχολικά της 

καθήκοντα, υιοθετεί την αποµνηµόνευση ως στρατηγική µάθησης, ενώ δεν έχει 

µεταγνωστική επίγνωση για την κατανόησή της στους ρητούς. Η Μ2, από την άλλη 

µεριά, φαίνεται να έχει ως στόχο την προσωπική κατασκευή νοήµατος, αποδίδει αξία 

σε στρατηγικές µάθησης που υποστηρίζουν τη σύνδεση ιδεών και έχει υψηλή 

µεταγνωστική επίγνωση της κατανόησής της για τους ρητούς. Τα χαρακτηριστικά 

αυτά διακρίνουν την επιφανειακή από τη βαθιά προσέγγιση στη µελέτη και είναι, 

σύµφωνα µε τη Σταθοπούλου (2006) ενδεικτικά της επίδρασης διαφορετικών 

πεποιθήσεων για το γνωστικό αντικείµενο, εν προκειµένω τα µαθηµατικά. Τα 

ευρήµατά µας µπορούν να αξιοποιηθούν ως βάση για τη διατύπωση υποθέσεων 

σχετικά µε την ύπαρξη σχέσης µεταξύ των πεποιθήσεων, των προσεγγίσεων στη 

µελέτη των µαθηµατικών και τις εννοιολογικές/διαδικαστικές προσεγγίσεις στους 

ρητούς, για να ελεγχθούν µε περαιτέρω έρευνα.     
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