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Η µελέτη αυτή εστιάζει στον τρόπο µε τον οποίο ερµηνεύουν οι µαθητές τη χρήση των 

γραµµάτων στην άλγεβρα και πιο συγκεκριµένα στην τάση τους να θεωρούν ότι οι 

µεταβλητές αναπαριστούν φυσικούς ή µόνο συγκεκριµένα είδη µη-φυσικών αριθµών. 

Στη µελέτη συµµετείχαν Φλαµανδοί µαθητές Γ’ Γυµνασίου και εξετάστηκε αν και σε 

ποιο βαθµό κάνουν τα ίδια λάθη µε τους Έλληνες συµµαθητές τους, στους οποίους είχε 

αρχικά παρατηρηθεί η συγκεκριµένη παρανόηση. Οι Φλαµανδοί µαθητές εµφάνισαν 

µειωµένη τάση να θεωρούν ότι οι µεταβλητές αναπαριστούν αποκλειστικά φυσικούς 

αριθµούς αλλά, παρόλα αυτά, στην πλειοψηφία τους δεν δέχονταν οποιονδήποτε 

πραγµατικό αριθµό ως πιθανή αντικατάσταση. Έτειναν επίσης να θεωρούν ότι το 

φαινοµενικό πρόσηµο των παραστάσεων πρέπει να διατηρείται, (π.χ., το –β δεν µπορεί 

να πάρει αρνητικές τιµές). 

 

ΕΙΣΑΓΩΓΗ 

Ο αλγεβρικός συµβολισµός και ιδιαίτερα η έννοια της µεταβλητής δηµιουργεί 
µεγάλες δυσκολίες κατανόησης και ευθύνεται για πολλά λάθη που κάνουν οι µαθητές 
σε διάφορα µαθηµατικά πεδία (Asquith, Stephens, Knuth και Alibali, 2007; Kieran, 
2006). Όταν οι µαθητές εισάγονται στην έννοια της µεταβλητής και τον αλγεβρικό 
συµβολισµό καλούνται να κατανοήσουν ότι οι µεταβλητές στην άλγεβρα 
χρησιµοποιούνται για να αναπαραστήσουν οποιονδήποτε αριθµό µέσα από ένα 
σύνολο. Έρευνες όµως έχουν δείξει ότι οι µαθητές αρχικά εµφανίζουν την τάση να 
θεωρούν ότι τα γράµµατα αναπαριστούν αντικείµενα (π.χ., µ: τα µήλα), ή 
συντοµογραφίες (υ: το ύψος) και όχι αριθµούς (Booth, 1984; MacGregor και Stacey, 
1994). Επίσης, οι µαθητές που κατανοούν τα γράµµατα ως σύµβολα αριθµών έχουν 
την τάση να θεωρούν τη µεταβλητή ως το σύµβολο του άγνωστου αριθµού που 
παίρνει µία και µοναδική τιµή. Μόνο αργότερα κατανοεί η πλειοψηφία των µαθητών 
ότι οι µεταβλητές στην άλγεβρα µπορούν να πάρουν οποιαδήποτε τιµή µέσα από ένα 
σύνολο αριθµών (Asquith και συνεργάτες, 2007). 

Ένα ερώτηµα που µέχρι πρόσφατα δεν είχε απασχολήσει τη βιβλιογραφία είναι τι 
είδους αριθµούς θεωρούν οι µαθητές ότι µπορούν να πάρουν οι µεταβλητές. Με άλλα 
λόγια, το κατά πόσο οι µαθητές θεωρούν ότι µία µεταβλητή µπορεί να 
αναπαραστήσει τον οποιονδήποτε πραγµατικό αριθµό. Σε µια σειρά προηγούµενων 
µελετών τους οι Χρήστου και Βοσνιάδου (Christou και Vosniadou, 2005; Christou, 
Vosniadou, και Vamvakoussi, 2007) διερεύνησαν την υπόθεση ότι οι µαθητές θα 
τείνουν να θεωρούν τα γράµµατα ως σύµβολα φυσικών αριθµών και ότι η διαδικασία 
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κατανόησης της χρήσης της µεταβλητής ως συµβόλου που θα µπορούσε να 
αναπαραστήσει τον οποιονδήποτε πραγµατικό αριθµό θα είναι αργή, επίπονη και θα 
χαρακτηρίζεται από ενδιάµεσα στάδια κατανόησης. Η συγκεκριµένη υπόθεση έχει 
εκφραστεί στα πλαίσια µιας ευρύτερης προβληµατικής που αφορά στο φαινόµενο της 
προκατάληψης του φυσικού αριθµού (βλ. Ni και Zhou, 2005) και της µάθησης µε 
εννοιολογική αλλαγή (Vosniadou, Vamvakoussi και Skopeliti, 2008). Πιο 
συγκεκριµένα, σύµφωνα µε το θεωρητικό πλαίσιο της εννοιολογική αλλαγής στη 
γνωστική ανάπτυξη της έννοιας του αριθµού (Vosniadou και συνεργάτες, 2008) οι 
µαθητές ήδη από την προσχολική ηλικία οργανώνουν µια αρχική κατανόηση του 
αριθµού γύρω από την έννοια του φυσικού αριθµού. Μια τέτοια κατανόηση του 
αριθµού επιβεβαιώνεται και ενισχύεται από τη σχολική διδασκαλία, όπου οι 
ιδιότητες των φυσικών διδάσκονται µε συστηµατικό πλέον τρόπο. Ως αποτέλεσµα, η 
κατανόηση του αριθµού µε βάση τις ιδιότητες των φυσικών αριθµών, καταλήγει να 
αποτελεί ένα κυρίαρχο εναλλακτικό πλαίσιο των µαθητών για τους αριθµούς, στο 
οποίο συχνά αναφέρονται µε έναν άδηλο τρόπο, όταν έχουν να αντιµετωπίσουν 
προβλήµατα µε αριθµούς (Ni και Zhou, 2005; Smith, Solomon και Carey, 2005).  

Οι παραπάνω επισηµάνσεις υποστηρίζουν ότι το πέρασµα από µια αρχική κατανόηση 
του αριθµού που οργανώνεται στην βάση των ιδιοτήτων των φυσικών αριθµών σε 
µια κατανόηση του αριθµού ως ενός ενιαίου εννοιολογικού πλαισίου που 
περιλαµβάνει τόσο τους φυσικούς αριθµούς όσο και τους ρητούς και τους 
πραγµατικούς αριθµούς, δηµιουργεί αυξηµένες δυσκολίες στους µαθητές. Έτσι, για 
πολλούς µαθητές της δευτεροβάθµιας εκπαίδευσης το σύνολο των ρητών αριθµών 
αποτελείται από επιµέρους ανεξάρτητα µεταξύ τους “σύνολα” αριθµών, όπως τους 
φυσικούς αριθµούς, τα κλάσµατα και τους δεκαδικούς (Kilpatrick, Swafford και 
Findell, 2001; Vamvakoussi και Vosniadou, 2010). Έστω κι αν δε αναµένεται από 
µαθητές αυτής της ηλικίας να έχουν αναπτύξει µια εκλεπτυσµένη κατανόηση του 
συνεχούς του συνόλου των πραγµατικών αριθµών, από την άλλη µεριά, η κατανόηση 
των ρητών και των πραγµατικών αριθµών ως ένα κατακερµατισµένο σύνολο και η 
αδυναµία κατανόησης των πολλών και διαφορετικών συµβολικών τους 
αναπαραστάσεων θα µπορούσε να αποτελέσει ανασταλτικό παράγοντα για την 
κατανόηση της µεταβλητής ως ένα σύµβολο που θα µπορούσε να αναπαραστήσει 
πολλούς και διαφορετικού είδους αριθµούς.  

Με βάση τα παραπάνω εκφράστηκε η υπόθεση ότι κατά την εισαγωγή τους στην 
άλγεβρα οι µαθητές θα εµφανίζουν την τάση να κατανοούν τις µεταβλητές 
χρησιµοποιώντας το εναλλακτικό τους πλαίσιο για τους αριθµούς, που είναι 
οργανωµένο γύρω από το φυσικό αριθµό. Στην περίπτωση αυτή θα ερµηνεύουν τις 
µεταβλητές ως σύµβολα φυσικών αριθµών, αποδίδοντάς τους ιδιότητες των φυσικών 
αριθµών, και αυτό θα έχει ως αποτέλεσµα συγκεκριµένα λάθη και παρερµηνείες σε 
διάφορα πεδία της άλγεβρας, όπως στην κατανόηση των τιµών που µπορούν να 
πάρουν οι αλγεβρικές παραστάσεις που περιέχουν µεταβλητές. Πιο συγκεκριµένα, 
υπήρχε η εκτίµηση ότι οι µαθητές θα εµφανίζουν την τάση να δίνουν µόνο φυσικούς 
αριθµούς στις µεταβλητές όταν αυτές εµφανίζονται σε αλγεβρικές παραστάσεις και 
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επίσης ότι ακόµα κι όταν οι µαθητές είναι πρόθυµοι να δώσουν µη-φυσικούς 
αριθµούς στις µεταβλητές δεν θα δεχόντουσαν απαραίτητα κάθε πραγµατικό αριθµό 
ως πιθανή αντικατάσταση, αλλά συγκεκριµένα µόνο ήδη µη-φυσικών αριθµών. Για 
παράδειγµα, θα δεχόντουσαν µόνο ακεραίους ή µόνο θετικούς αριθµούς, ή µόνο 
δεκαδικούς αλλά όχι κλάσµατα και µε αυτόν τον τρόπο θα διατηρούσαν κάποια από 
τα χαρακτηριστικά του φυσικού αριθµού όπως το πρόσηµό του ή τη µορφή του (υπό 
την έννοια ότι ένα κλάσµα µοιάζει λιγότερο µε έναν φυσικό αριθµό απ’ ότι ένας 
δεκαδικός αριθµός). 

Σε µια σειρά µελετών που είχαν στόχο να διερευνήσουν τις παραπάνω υποθέσεις οι 
Χρήστου και Βοσνιάδου έδωσαν σε µαθητές Β’ και Γ’ Γυµνασίου αλγεβρικές 
παραστάσεις όπως α, -β, 4γ, α/β, κ+3, και τους ρώτησαν για τα είδη των αριθµών που 
θεωρούσαν ότι θα µπορούσαν ή δεν θα µπορούσαν να πάρουν οι µεταβλητές, 
χρησιµοποιώντας ανοιχτού (Christou και Vosniadou, 2005) και κλειστού τύπου 
ερωτηµατολόγια (Christou και συνεργάτες, 2007). Σε έρευνα που ακολούθησε 
(Χρήστου και Βοσνιάδου, 2007)  ζητήθηκε από τους µαθητές να δώσουν τιµές στις 
µεταβλητές δύο συναρτήσεων ώστε να κατασκευάσουν πίνακα τιµών και να κάνουν 
τη γραφική τους παράσταση. Επίσης, έδωσαν σε µαθητές Α’ Λυκείου αλγεβρικές 
ανισώσεις, όπως 5δ>4/δ, και τους ρώτησαν αν αυτές εκφράζουν αληθείς ή ψευδείς 
σχέσεις για κάθε αριθµό που θα µπορούσε να πάρει η µεταβλητή (Christou και 
Vosniadou, υπό έκδοση). 

Ανεξάρτητα από τη µέθοδο ή τα υλικά που χρησιµοποιήθηκαν τα αποτελέσµατα 
έδειξαν ότι πολύ λίγοι µαθητές ήταν σε θέση να δεχθούν κάθε πραγµατικό αριθµό ως 
πιθανή τιµή µιας µεταβλητής. Στα ερωτήµατα ανοιχτού τύπου, όπου οι µαθητές είχαν 
την ευκαιρία να δώσουν αυθόρµητες απαντήσεις, ήταν έντονη η τάση να δίνουν µόνο 
φυσικούς αριθµούς στις µεταβλητές, ανεξάρτητα από το πλαίσιο στο οποίο 
εµφανιζόταν (αλγεβρικές παραστάσεις ή συναρτήσεις). Έστω κι αν η τάση αυτή των 
µαθητών δεν ήταν επιβλαβής σε περιπτώσεις όπου απλά απάντησαν µε φυσικούς 
αριθµούς στην ερώτηση “τι αριθµούς θα µπορούσε να πάρει το α;” καθώς τέτοιοι 
αριθµοί αποτελούν µέρος του συνόλου τιµών της µεταβλητής, παρόλα αυτά οδήγησε 
78.2% των µαθητών Α’ Λυκείου σε λανθασµένες και ελλιπείς απαντήσεις όταν τους 
ζητήθηκε να κάνουν τη γραφική παράσταση µιας συνάρτησης (Χρήστου και 
Βοσνιάδου, 2007).  

∆οκιµάστηκε επίσης η µεθοδολογία των ερωτηµάτων κλειστού τύπου (Christou, και 
συνεργάτες 2007) διότι θεωρούνται σε γενικές γραµµές ευκολότερα για τους 
µαθητές, ειδικά όταν η σωστή απάντηση είναι µία από τις δοσµένες εναλλακτικές 
επιλογές (π.χ., Vlahovic-Štetic, Pavlin-Bernardic και Rajter, 2010). ∆όθηκε στους 
µαθητές ένα σύνολο αριθµών που περιλάµβανε όλα τα είδη των αριθµών (θετικούς 
και αρνητικούς ακεραίους, δεκαδικούς και κλάσµατα) και τους ζητήθηκε να 
αποφανθούν αν κάποιοι από αυτούς τους αριθµούς θα πρέπει να αποκλειστούν από 
τις τιµές που µπορούν να πάρουν οι αλγεβρικές παραστάσεις. Η παρουσία των µη-
φυσικών αριθµών αποτελούσε ήδη µια νύξη προς τους µαθητές να σκεφτούν µε 
αριθµούς πέραν των φυσικών αριθµών. Τα αποτελέσµατα έδειξαν ότι µόλις το 18,6% 
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επέλεξε τη σωστή απάντηση παρόλο που αυτή ήταν µία από τις δοσµένες 
εναλλακτικές επιλογές. Το 22% των απαντήσεων απέκλεισε όλους εκείνους τους 
αριθµούς που δεν θα µπορούσαν να προκύψουν από την αντικατάσταση της 
µεταβλητής µε φυσικούς αριθµούς (π.χ., όλους τους αριθµούς εκτός του 4 και 8 στην 
περίπτωση της ερώτησης ‘ποιους αριθµούς δε µπορεί να πάρει το 4γ;’). 
Επιπροσθέτως, 8,3% των απαντήσεων απέκλεισε µε συστηµατικότητα ένα είδος µη-
φυσικών αριθµών (π.χ., όλα τα κλάσµατα) αλλά όχι ένα άλλο (π.χ., δεκαδικούς). 
Τέλος, 25,4% των απαντήσεων έδειχνε µια άρνηση των µαθητών να δεχθούν 
αρνητικούς αριθµούς για τις αλγεβρικές παραστάσεις που φαινόντουσαν θετικές 
(π.χ., το 4γ και το κ+3) ενώ αντίστοιχα απέκλειαν τους θετικούς αριθµούς ως πιθανές 
αντικαταστάσεις στο –β. Τέτοιες απαντήσεις έδωσαν και οι µαθητές που 
δεχόντουσαν µη-φυσικούς αριθµούς ως πιθανές αντικαταστάσεις στις µεταβλητές, µε 
την προϋπόθεση όµως ότι οι τιµές αυτές θα διατηρούν το φαινοµενικό πρόσηµο των 
αλγεβρικών παραστάσεων. Αυτή η τάση των µαθητών έχει χαρακτηριστεί ως 
προκατάληψη του φαινοµενικού προσήµου (Christou και Vosniadou, υπό έκδοση).  

Για να συνοψίσουµε, σε µια σειρά µελετών οι Χρήστου και Βοσνιάδου πρόσφεραν 
ευρήµατα που υποστηρίζουν την υπόθεση ότι οι µαθητές έχουν την τάση να θεωρούν 
τις µεταβλητές ως σύµβολα που αναπαριστούν φυσικούς αριθµούς ή συγκεκριµένα 
µόνο είδη µη-φυσικών αριθµών. Αυτή η τάση εµφανίστηκε ιδιαίτερα ισχυρή στα 
ερωτήµατα ανοιχτού τύπου και πιο µειωµένη αλλά επίσης εµφανής και στα 
ερωτήµατα κλειστού τύπου. Ακόµα και οι µαθητές που εµφανίζονταν έτοιµοι να 
δεχθούν µη-φυσικούς αριθµούς ως πιθανές αντικαταστάσεις στις µεταβλητές δεν 
ήταν σε θέση να δεχθούν κάθε πραγµατικό αριθµό στη θέση µιας µεταβλητής. Η 
προκατάληψη του φαινοµενικού προσήµου ήταν ένας από τους παράγοντες που 
περιόριζαν το εύρος των αριθµών που αντικαθιστούσαν οι µαθητές στις µεταβλητές.  

ΣΤΟΧΟΙ ΚΑΙ ΥΠΟΘΕΣΕΙΣ ΤΗΣ ΕΡΕΥΝΑΣ 

Στόχος της παρούσας µελέτης ήταν να εξετάσουµε αν οι Φλαµανδοί µαθητές 
αντιµετωπίζουν τις ίδιες δυσκολίες και λάθη µε αυτά που παρατηρήθηκαν στους 
Έλληνες µαθητές, όσον αφορά τους αριθµούς που θεωρούν ότι µπορούν να πάρουν 
οι µεταβλητές. Τα παραπάνω αποτελέσµατα που δείχνουν ότι υπάρχει µία έντονη 
τάση στους µαθητές να θεωρούν τα γράµµατα ως σύµβολα φυσικών αριθµών έχει 
µέχρι στιγµής παρατηρηθεί µόνο σε δείγµατα Ελλήνων µαθητών. Με βάση το 
θεωρητικό πλαίσιο που συνοπτικά παρουσιάσαµε παραπάνω, τα λάθη και οι 
δυσκολίες αυτές δεν είναι τυχαία αλλά έχουν βαθύτερες εννοιολογικές βάσεις και 
οφείλονται στην επίδραση ενός εναλλακτικού εννοιολογικού πλαισίου των µαθητών 
για τον αριθµό, που είναι οργανωµένο γύρω από το συµβολισµό και τις ιδιότητες των 
φυσικών αριθµών. Υπό την έννοια αυτή τα συγκεκριµένα λάθη και οι δυσκολίες που 
παρατηρήθηκαν δεν θα αναµέναµε να είναι ίδιον των Ελλήνων µαθητών, που πιθανά 
οφείλεται σε ιδιαιτερότητες του ελληνικού εκπαιδευτικού συστήµατος, αλλά ότι θα 
εµφανίζονται και σε άλλους µαθητές, σε µεγαλύτερο ή µικρότερο βαθµό. Η 
παρούσα, λοιπόν, µελέτη έχει στόχο να διερευνήσει το συγκεκριµένο ερώτηµα, σε 
δείγµα Φλαµανδών µαθητών. Με βάση τα παραπάνω, θα περιµέναµε ότι οι 
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Φλαµανδοί µαθητές θα εµφάνιζαν τα ίδια ή παρόµοια λάθη και δυσκολίες µε την 
έννοια της µεταβλητής µε τους Έλληνες µαθητές που βρίσκονται στην ίδια ηλικία.  

Ένα σηµαντικό δεδοµένο που αφορά το δείγµα των µαθητών που συµµετείχαν στην 
έρευνα αποτελεί το γεγονός ότι τόσο η Ελλάδα όσο και το Βέλγιο (από όπου 
προέρχεται το δείγµα των Φλαµανδών µαθητών της παρούσας µελέτης) συµµετείχαν 
στο ∆ιεθνές Πρόγραµµα για την Αξιολόγηση των Μαθητών (Programme for 
International Student Assessment, PISSA). Οι επιδόσεις των Ελλήνων µαθητών στον 
εν λόγω διαγωνισµό ήταν συστηµατικά χαµηλότερες του διεθνούς µέσου όρου. 
Αντίθετα, οι Φλαµανδοί συνοµήλικοί τους είχαν µια από τις υψηλότερες θέσεις στη 
διεθνή κατάταξη, ενώ ήταν πρώτοι στο διαγωνισµό του 2003 που είχε εστιάσει ειδικά 
στη µαθηµατική παιδεία (όλες οι σχετικές πληροφορίες βρίσκονται στο 
http://pisacountry.acer.edu.au/). 

Μία απευθείας σύγκριση ανάµεσα στα αποτελέσµατα της παρούσας µελέτης και της 
αρχικής µελέτης των Χρήστου και Βοσνιάδου δε θα ήταν δυνατή καθώς στην αρχική 
µελέτη συµµετείχαν µόλις 16 µαθητές. Παρόλα αυτά, θα είχε σηµασία να εξετάσουµε 
κατά πόσο οι Φλαµανδοί µαθητές κάνουν τα ίδια λάθη µε τους Έλληνες µαθητές, ή 
αν πως και σε ποιο βαθµό τα λάθη τους διαφοροποιούνται. ∆εδοµένου ότι οι 
Φλαµανδοί µαθητές έχουν πολύ υψηλότερες επιδόσεις στους διαγωνισµούς PISA 
από τους Έλληνες συµµαθητές τους, θα περίµενε κανείς ότι θα είχαν καλύτερη 
επίδοση και στα συγκεκριµένα ερωτήµατα. Παρόλα αυτά, µε βάση το θεωρητικό µας 
πλαίσιο θα αναµέναµε ότι και αυτοί οι µαθητές θα εµφάνιζαν δυσκολία να δεχθούν 
οποιονδήποτε πραγµατικό αριθµό ως πιθανή αντικατάσταση µιας µεταβλητής και ότι 
θα υπάρχουν ενδιάµεσα στάδια κατανόησης, όπου οι µαθητές θα δέχονται 
συγκεκριµένα είδη αριθµών αλλά όχι άλλα.  

ΜΕΘΟ∆ΟΣ 

Συµµετέχοντες 

Οι συµµετέχοντες της παρούσας µελέτης ήταν 128 Φλαµανδοί µαθητές επίπεδου Γ’ 
Γυµνασίου (µε βάση το Ελληνικό εκπαιδευτικό σύστηµα). Οι µαθητές προέρχονταν 
από τρία διαφορετικά σχολεία της Φλαµανδίας, στο Βέλγιο. Σε αυτή την ηλικία οι 
µαθητές και των δύο χωρών έχουν διδαχθεί την έννοια της µεταβλητής και έχουν 
αποκτήσει αρκετή εµπειρία µε τη χρήση της σε διάφορες µαθηµατικές 
δραστηριότητες, όπως σε εξισώσεις, ανισώσεις, συναρτήσεις και λύση µαθηµατικού 
προβλήµατος. Επίσης, στην ηλικία αυτή οι µαθητές έχουν διδαχθεί την έννοια του 
ρητού και του πραγµατικού αριθµού.  Ένας άλλος λόγος που επιλέχθηκε η 
συγκεκριµένη βαθµίδα ήταν ότι σε αυτή την βαθµίδα διεξήχθησαν και οι διαγωνισµοί 
του προγράµµατος PISSA και έτσι έχουµε κάποια παραπάνω δεδοµένα που αφορούν 
το συνολικό επίπεδο µαθηµατικής γνώσης των  συµµετεχόντων.  

Υλικά - ∆ιαδικασία 

Χρησιµοποιήσαµε το ίδιο ερωτηµατολόγιο µε τα έξι ερωτήµατα πολλαπλών 
επιλογών που είχαν χρησιµοποιήσει σε προηγούµενη µελέτη οι Christou και 
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συνεργάτες (2007). Κάθε ερώτηµα παρουσίαζε στους µαθητές µία από τις ακόλουθες 
αλγεβρικές παραστάσεις που περιέχουν µεταβλητές: α, -β, 4γ, α/β, δ+δ+δ, κ+3. Για 
κάθε µία παράσταση δίνονταν στους µαθητές ένα σύνολο από 11 αριθµητικές τιµές 
που περιλάµβανε ακέραιους αριθµούς, δεκαδικούς και κλάσµατα, τόσο θετικούς όσο 
και αρνητικούς. Από τους µαθητές ζητούνταν να αποφασίσουν αν ανάµεσα στους 
δοσµένους αριθµούς υπήρχαν κάποιοι που θεωρούν ότι δε θα µπορούσε να τους 
πάρει η συγκεκριµένη αλγεβρική παράσταση. Η δωδέκατη εναλλακτική απάντηση 
ήταν πάντοτε η σωστή, δηλαδή ότι “όχι, όλους τους αριθµούς µπορεί να τους πάρει.”  

Τα ερωτηµατολόγια δόθηκαν στους µαθητές στη σχολική τους τάξη, µε την 
παρουσία του καθηγητή τους των µαθηµατικών. Οι µαθητές είχαν στη διάθεσή τους 
περίπου 45 λεπτά για να συµπληρώσουν το ερωτηµατολόγιο.   

ΑΠΟΤΕΛΕΣΜΑΤΑ 

Χρησιµοποιήθηκε ο ίδιος τρόπος βαθµολόγησης των απαντήσεων των µαθητών όπως 
στη µελέτη των Christou και συνεργάτες (2007). Πιο συγκεκριµένα, οι απαντήσεις 
των µαθητών που απέκλειαν όλους τους αριθµούς εκτός από εκείνους που θα 
προέκυπταν αν δίνονταν µόνο φυσικοί αριθµοί στις µεταβλητές, 
κατηγοριοποιήθηκαν ως ‘Φυσικοί Αριθµοί Αποκλειστικά’ (ΦΑΑ). Τέτοιες 
απαντήσεις είναι, για παράδειγµα, να αποκλειστούν όλοι οι αριθµοί εκτός από τα 
θετικά κλάσµατα στην περίπτωση του α/β, ή όλοι οι αριθµοί εκτός από το 4 και το 8 
στην περίπτωση του 4γ. Οι απαντήσεις που απέκλειαν µόνο µία συγκεκριµένη 
κατηγορία από µη-φυσικούς αριθµούς (π.χ., όλα τα κλάσµατα στην περίπτωση του α 
ή κ+3 αλλά όχι τους δεκαδικούς) κατηγοριοποιήθηκαν ως ‘Συγκεκριµένοι µη-
Φυσικοί Αριθµοί΄ (ΣΦΑ). Οι απαντήσεις που απέκλειαν αριθµούς µε βάση το 
πρόσηµό τους - ανεξάρτητα από το είδος τους - κατηγοριοποιήθηκαν ως 
‘Φαινοµενικό Πρόσηµο’. Ως ‘µη-Συστηµατικές’ απαντήσεις κατηγοριοποιήθηκαν οι 
απαντήσεις στις οποίες αποκλείονταν αριθµοί χωρίς κάποιο σαφές κριτήριο. Τέλος, 
στην κατηγορία ‘Σωστές’ τοποθετήθηκαν οι απαντήσεις των µαθητών που επέλεξαν 
τη δοσµένη σωστή απάντηση.  

Τα αποτελέσµατα έδειξαν ότι οι απαντήσεις των µαθητών που κατηγοριοποιήθηκαν 
ως ΦΑΑ ήταν αισθητά περιορισµένες σε σχέση µε το αντίστοιχο δείγµα Ελλήνων 
µαθητών, κάτι που δείχνει ότι οι Φλαµανδοί µαθητές δεν έδειχναν τόσο ισχυρή τάση 
να ερµηνεύουν τα γράµµατα ως σύµβολα αποκλειστικά φυσικών αριθµών (βλ. 
Πίνακα 1). Αυτό, βέβαια, δε σηµαίνει ότι ήταν σε θέση να δεχθούν οποιονδήποτε 
πραγµατικό αριθµό στη θέση των µεταβλητών.  

Είδος 
Απάντησης 

α -β α/β κ+3 4γ δ+δ+δ Σύνολο 

∆εν απάντησαν 9 

7.0% 

17 

13.3% 

5 

3.9% 

8 

6.3% 

9 

7.0% 

11 

8.6% 

59 

7.7% 

ΦΑΑ 3 1 1 0 0 1 6 
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2.3% 0.8% 0.8% 0.00% 0.00% 0.8% 0.8% 

ΣΦΑ 5 

3.9% 

5 

3.9% 

21 

16.4% 

6 

4.7% 

9 

7.0% 

10 

7.8% 

56 

7.3% 

Φαινοµενικό 
Πρόσηµο 

19 

14.8% 

53 

41.4% 

11 

8.6% 

9 

7.0% 

15 

11.7% 

15 

11.7% 

122 

15.9% 

µη-
Συστηµατικές 

6 

4.7% 

7 

5.5% 

17 

13.38% 

12 

9.4% 

23 

18.0% 

23 

18.0% 

88 

11.5% 

Σωστές 86 

67.2% 

45 

35.2% 

73 

57.0% 

93 

72.7% 

72 

56.3% 

68 

53.1% 

437 

56.9% 

Σύνολο 128 128 128 128 128 128 768 

Πίνακας 1: Συχνότητες και ποσοστά κάθε κατηγορίας απαντήσεων για κάθε ερώτηση  

Πιο συγκεκριµένα, 15,9% των απαντήσεων ήταν επηρεασµένες από το φαινοµενικό 
πρόσηµο των αλγεβρικών παραστάσεων και για το λόγο αυτό οι µαθητές απέκλειαν 
όλους τους αρνητικούς αριθµούς ως τιµές που δε θα µπορούσαν να πάρουν οι 
αλγεβρικές παραστάσεις που εµφανίζονταν µε θετικό πρόσηµο (π.χ. στο α ή το κ+3). 
Αυτή η τάση ήταν ιδιαίτερα εµφανής στην περίπτωση του –β, όπου 41,1% των 
απαντήσεων απέκλεισαν τους θετικούς αριθµούς ως τιµές που δε θα µπορούσε να 
πάρει η συγκεκριµένη παράσταση. Μια άλλη σηµαντική παρατήρηση ήταν ότι οι 
Φλαµανδοί µαθητές απέκλειαν συγκεκριµένα είδη µη-φυσικών αριθµών από κάποιες 
αλγεβρικές παραστάσεις (κατηγορία ΣΦΑ) ενώ επέτρεπαν άλλα, όπως για 
παράδειγµα στην περίπτωση του α/β (16,4%). Το ποσοστό των σωστών απαντήσεων 
ήταν αρκετά υψηλότερο από ότι στη µελέτη των Christou και συνεργάτες (2007), 
αλλά παρόλα αυτά στην πλειοψηφία των ερωτηµάτων ήταν χαµηλότερο από 60% και 
σε κάποιες περιπτώσεις ήταν κατώτερο ακόµα και του 50%. Η άρνηση των µαθητών 
να δεχθούν οποιονδήποτε πραγµατικό αριθµό ως τιµή που θα µπορούσε να πάρει µια 
µεταβλητή γίνεται πιο εµφανής αν εξετάσουµε το σύνολο των σωστών απαντήσεων 
που δίνει ο κάθε µαθητής. Ο Πίνακας 2 παρουσιάζει  την κατηγοριοποίηση των 
µαθητών µε βάση τον αριθµό των σωστών απαντήσεων κάθε µαθητή στο σύνολο των 
έξι ερωτήσεων του ερωτηµατολογίου.  

Σωστές 0 1 2 3 4 5 6 Σύνολο 

N 15 16 12 19 20 16 30 128 

% 11.7% 12.5% 9.4% 14.8% 15.6% 12.5% 23.4% 100.0% 

Πίνακας 2: Συχνότητες και ποσοστά των µαθητών που έδωσαν από καµία µέχρι έξι 

σωστές απαντήσεις στο σύνολο των έξι ερωτήσεων 

Φαίνεται ότι µόλις το 23,4% των µαθητών έδωσαν σωστή απάντηση και στα έξι 
ερωτήµατα, έστω κι αν η σωστή απάντηση ήταν µία από τις δοσµένες εναλλακτικές  
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τους. Οι υπόλοιποι µαθητές απέκλεισαν κάποιους από τους αριθµούς του συνόλου ως 
αριθµούς που δε θεωρούν ότι θα µπορούσε να τους πάρουν οι συγκεκριµένες 
αλγεβρικές παραστάσεις. Έτσι, µόλις το ένα τέταρτο των µαθητών επέλεξε τη σωστή 
απάντηση σε όλες τις ερωτήσεις, ενώ 48,4% των µαθητών έδωσε το πολύ µέχρι τρεις 
σωστές απαντήσεις στο σύνολο των έξι ερωτήσεων. 

ΣΥΖΗΤΗΣΗ 

Στην παρούσα µελέτη εφαρµόσαµε τη µεθοδολογία της µελέτης των Christou και 
συνεργάτες (2007) σε δείγµα Φλαµανδών µαθητών, µε στόχο να διερευνήσουµε αν 
και σε ποιο βαθµό εµφανίζεται η τάση να θεωρούνται οι µεταβλητές ως σύµβολα 
φυσικών αριθµών. Έστω κι αν δεν ήταν δυνατόν να γίνουν άµεσες συγκρίσεις µε το 
αντίστοιχο δείγµα Ελλήνων µαθητών λόγω περιορισµένου αριθµού συµµετεχόντων, 
παρόλα αυτά ήταν δυνατόν να δούµε στις απαντήσεις των µαθητών λάθη που είχαν 
εµφανιστεί και στους Έλληνες συµµαθητές τους. Πιο συγκεκριµένα, οι απαντήσεις 
των Φλαµανδών µαθητών έδειξαν µικρότερη τάση να θεωρούν τις µεταβλητές ως 
σύµβολα που αναπαριστούν αποκλειστικά φυσικούς αριθµούς, σε σύγκριση µε τους 
Έλληνες συµµαθητές τους. Παρόλα αυτά, η πλειοψηφία των Φλαµανδών µαθητών 
είχε επίσης δυσκολία να δεχθεί ότι κάθε πραγµατικός αριθµός θα µπορούσε να 
αντικατασταθεί στις µεταβλητές. Όπως και στους Έλληνες µαθητές, έντονη ήταν η 
τάση και αυτού του δείγµατος µαθητών να αποκλείουν συγκεκριµένου τύπου 
αριθµούς από πιθανές αντικαταστάσεις στις µεταβλητές των αλγεβρικών 
παραστάσεων όπως, για παράδειγµα, τις τιµές που δεν διατηρούν το φαινοµενικό 
πρόσηµο των παραστάσεων. Τα παραπάνω αποτελέσµατα ενισχύουν την άποψη ότι 
αυτές οι δυσκολίες και τα λάθη των µαθητών δεν είναι τυχαία αλλά έχουν βαθύτερες 
εννοιολογικές ρίζες στο ενναλλακτικό εννοιολογικό πλαίσιο των µαθητών για τον 
αριθµό.  

Ενδιαφέρον ερώτηµα αποτελεί το γιατί οι απαντήσεις των µαθητών αποκλειστικά µε 
φυσικούς αριθµούς (κατηγορία ΦΑΑ) ήταν τόσο περιορισµένες σε σχέση µε το 
αντίστοιχο ποσοστό των Ελλήνων µαθητών. Για περαιτέρω διερεύνηση αυτού του 
ερωτήµατος θα είχε ενδιαφέρον να εφαρµοστούν στο ίδιο δείγµα Φλαµανδών 
µαθητών και οι µεθοδολογίες ανοιχτού ερωτηµατολογίου, καθώς στο κλειστό 
ερωτηµατολόγιο η παρουσία µη-φυσικών αριθµών έδινε µια επιπλέον ώθηση να 
σκεφτούν µε µη-φυσικούς αριθµούς. Επίσης,  µεγάλη σηµασία θα είχε να 
διερευνηθεί σε βάθος ο τρόπος µε τον οποίο διδάσκονται οι Φλαµανδοί µαθητές την 
έννοια της µεταβλητής και να γίνει µία σύγκριση των εκπαιδευτικών προγραµµάτων 
και των υλικών που χρησιµοποιούν οι καθηγητές στις δύο χώρες. Από µία τέτοια 
σύγκριση θα µπορούσαν να προκύψουν συγκεκριµένες διδακτικές πρακτικές που είτε 
θα πρέπει να αποφεύγονται είτε να ακολουθούνται, για να βοηθηθούν οι µαθητές 
στην κατανόηση της έννοιας της µεταβλητής.  

Όπως έχουν επισηµάνει οι Sfard και Linchevski (1994) οι ασκήσεις που δίνονται 
στους µαθητές κατά τη διδασκαλία της άλγεβρας συχνά υποκρύπτουν τις βαθύτερες 
εννοιολογικές δυσκολίες που έχουν οι µαθητές µε τις πιο θεµελιώδεις µαθηµατικές 
έννοιες. Οι δυσκολίες όµως αυτές κάποια στιγµή έρχονται στην επιφάνεια. Τα 
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αποτελέσµατα της παρούσας µελέτης, καθώς και των προηγούµενων µελετών στις 
οποίες βασίστηκε, επισηµαίνουν ότι η περιορισµένη κατανόηση των µαθητών όσον 
αφορά την έννοια της µεταβλητής στην άλγεβρα, δηµιουργεί στους µαθητές σοβαρά 
προβλήµατα σε διάφορα µαθηµατικά πεδία όπως για παράδειγµα στη µελέτη των 
συναρτήσεων, στην κατανόηση των τετραγωνικών ριζών, των απολύτων τιµών και 
τη λύση των αλγεβρικών ανισώσεων (Christou και Vosniadou, υπό έκδοση). Για το 
λόγο αυτό θα πρέπει να υπάρξει µια πιο έντονη ευαισθητοποίηση όσον αφορά τη 
διδασκαλία της έννοιας της µεταβλητής και ειδικά της σχέσης των µεταβλητών µε 
τους αριθµούς που αναπαριστούν.  
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